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Radiales Druckprofil in einem magnetoplasmadynamischen Wasserstoff-Lichtbogen

II. 13-Momenten-Approximation

T.E.McCANN * und W.L.BonN
DFVLR-Institut far Plasmadynamik, Stuttgart

(Z. Naturforsch. 25 a, 1344—1353 [1970] ; eingegangen am 16. Februar 1970)

The calculation of the radial pressure profile of an MPD-arc as a function of the ambient pres-
sure and the superimposed magnetic field as has been developed in a previous paper is extended
to the 13-moments approximation. The higher moments approximation introduces additional
thermomagnetic forces and changes significantly the structure of the velocity-dependant part of
the external viscous forces. While the Hall-effect and the mass flow are practically unaffected by
the higher approximation, as far as their influence on the radial pressure profile is concerned, the
ambipolar diffusion leads to an appreciably smaller pressure increase than the 5-moments theory.
Qualitative differences of the two approximations are discussed beyond the scope of pressure
profiles via the generalized Ohm’s law. Quantitative results for a partially as well as for a fully
ionized plasma are shown in diagrams. The importance of thermomagnetic forces (especially the
Nernst effect) for MPD-arcs is clearly pointed out.

I. Einleitung

In jingster Zeit haben Druckmessungen von
KroBER! und GRASSMANNZ an einer zylindersym-
metrischen Hochtemperatur-Plasmaséule mit tber-
lagertem axialen Magnetfeld die Notwendigkeit be-
statigt, thermomagnetische Krifte in die dufleren
Reibungskrifte der Plasmagrundgleichung mit ein-
zubeziehen, um eine zufriedenstellende Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment zu er-
zielen. Weiterhin haben RAEDER und WirTz3
theoretisch gezeigt, daB in der oben skizzierten ex-
perimentellen Anordnung neben der von Wienecke
vorausgesagten Druckerhohung, eine zusitzliche
Druckerhohung durch die thermomagnetischen
Krifte mit wachsender Temperatur (proportional
zu T'3/4) auftritt. Eine vollstindige Ableitung der
thermomagnetischen Kréfte ist nur dann moglich,
wenn hohere Momente der Verteilungsfunktion her-
angezogen werden: 13-Momenten-Approximation.
Dadurch ergibt sich eine prinzipielle Anderung des
gesamten Reibungsterms im Vergleich zur 5-Momen-
ten-Approximation der Schliiterschen Plasmagrund-
gleichung. In Anlehnung an die vorausgegangene
Arbeit4, die wir im folgenden mit A bezeichnen
werden, wollen wir die 13-Momenten-Theorie von
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Raeder und Wirtz fiir die Berechnung des radialen
Druckprofils eines magnetoplasmadynamischen
Lichtbogens erweitern und dabei alle qualitativen
und quantitativen Unterschiede zur 5-Momenten-
Theorie unterstreichen. Die Erweiterung beinhaltet
ahnlich wie in A die Divergenz der Magnetfeldlinien,
das Vorhandensein einer Plasmaschwerpunkts-
geschwindigkeit und die Abweichung vom lokalen
thermodynamischen Gleichgewicht. Die Unter-
schiede hingegen liegen nicht nur in der Ergdnzung
durch thermomagnetische Kréfte, sondern auch in
der verdnderten Struktur des geschwindigkeits-
abhangigen Anteils der Reibungskrifte. Weiterhin
messen wir sowohl dem Hall-Effekt als auch der
Masseneinstromung besondere Bedeutung in bezug
auf das Druckprofil zu.

II. Theorie

Bracinskir® hat fir ein vollionisiertes Plasma
im Magnetfeld die Plasmagrundgleichung im Rah-
men der 13-Momenten-Approximation nach der all-
gemeinen Methode von Chapmann und Cowling ab-
geleitet. Feneberg hat dieses Verfahren auf ein drei-
Komponenten-Plasma erweitert. Wir gehen von den
in der Arbeit von RAEDER und WirTz3 nieder-

2 P. H. GrassMANN, Z. Naturforsch. 23a, 251 [1968].

3 J. RAEDER u. S. WirTz, Z. Naturfosch. 23a, 1695 [1968].

4 W. L. Boax u. T. E. McCax~n, Z. Naturforsch. 25a,
[1970]; voranstehende Arbeit.
S. I. Bracixskir J. Exp. Theor. Phys. USSR 33, 459
[1957].
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geschriebenen Grundgleichung aus, die das Plasma
streng genommen durch 8 Momente der Verteilungs-
funktion beschreiben: die Dichte (Moment 0. Ord-
nung), die drei Komponenten der Geschwindigkeit
(Momente 1. Ordnung), der skalare Druck (Moment
2. Ordnung) und die drei Komponenten des Wérme-
stroms (Momente 3. Ordnung). Unter diesen Vor-
aussetzungen lauten die Impulsgleichungen fir
Ionen, Elektronen und Atome

0iDi + vy pi — eni (E + v; X B)
—Gu+Lj+KVT, (1)

0eDe + Y pe + ene(E + ve X B)
=Du—+Fj+EVT (2)
und

90D0+ Apo
=—(G+D)u—F+Lj—EL+K)VT. (3)

Dabei haben wir uns auf stationidre Plasmen be-
schrankt und

00 Vo

Qatv'* + 0a(va " V) vy = 05 (Ve V) 04 = 04 Dy
gesetzt.

Der Index o« =i, e oder o bezieht sich jeweils
auf Ionen, Elektronen oder Atome. Es sind pqy, vy,
0us E, B, j und T jeweils der skalare Druck der
Komponente «, die mittlere Geschwindigkeit, die
Massendichte, die elektrische Feldstéirke, die magne-

dy B2 + da(Bg? + B:?)
D — B2 (dy B, By— do By By — d3 B. B
dy B, B, — d3 B, B, + d3 By B

Dieser Ausdruck gilt auch fur die Tensoren F, E, ...
sofern die Skalare d;, da, d3 durch die entsprechen-
den Skalare f1, f2, f3; €1, €2, e3..., ersetzt werden.
Schon an dieser Stelle ist ein grundsétzlicher Unter-
schied zu den Grundgleichungen wie sie in A be-
nutzt worden sind, sichtbar: einerseits sind die
duBeren Reibungskrifte der Gln. (1) bis (3) durch
thermomagnetische Krifte (proportional VT') er-
génzt, andererseits ist aber auch der geschwindig-
keitsabhingige Anteil dieser Reibungskrifte ver-
dndert. Um diesen zweiten Punkt zu kliaren, ver-
gleichen wir den von der Geschwindigkeit abhéngi-
gen Anteil der Reibungskraft in der 5-Momenten-
Approximation R{> und in der 8-Momenten-Appro-
ximation R{®, am Beispiel der Impulsgleichung der
Elektronen. Zu diesem Zweck schreiben wir den
Reibungsterm (siehe Ausdruck Rygin A, Abschnitt

dy1 By By —dzBrBa;+ ds B, B
d1 B(pz + d2(Br2 + Bzz)
dy By B, — d3 By B, — d3 B, B
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tische Feldstirke, die Stromdichte und die als ein-
heitlich vorausgesetzte Temperatur. Weiterhin gelten
die Definitionen fir die Schwerpunktsgeschwindig-
keit der Ladungstriager orvi = geve + @ivi mit
oL = pe + i fur die Schwerpunktsgeschwindigkeit
des gesamten Plasmas p U = g1, vy, + 0o vo mit
0= 01+ 00, und fiir die Stromdichte j= ene(v;i — ve),
sowie u = vy, — U. Im folgenden fiithren wir neben
der Quasineutralititsbedingung ne = n; = n die
Vernachlissigungen mj &~ mo und me/m; € 1 ein.
Die Tensoren D, F, E, G, L und K sind Funktionen
der Dichten » und n,, der Zyklotronfrequenzen w;
und we, der mittleren StoBzeiten zwischen den drei
Plasmakomponenten und des Magnetfeldes. Die auf
den rechten Seiten der Gln. (1) bis (3) erscheinenden
Produkte eines Tensors mit einem Vektor kénnen
jeweils mit Hilfe der iiblichen Abkiirzungen

uy=h(u-h); uy=hxmxh) und h= B/ B|

in ein kartesisches Dreibein relativ zum lokalen
Magnetfeld aufgespalten werden; so z.B.

Du=diu +dsu, +ds(uxh).

Ahnliches gilt fiir die Tensoren F, E... . Die dabei
auftretenden Skalare dy,d2,d3; f1,f2,f3;€1,¢€2,€3...,
sind in der Referenz3 ausfiihrlich angegeben. Die
Tensoren selbst weisen dabei alle ohne jede Ein-
schrankung von seiten der Geometrie und des
Magnetfeldes eine einheitliche Struktur auf; so z. B.

dy By B; — ds By, B, + d3 B,B

dy By By — dy By By~ da B¢B>
dy B2 + ds(By* + Bg?)

II.1) als Funktion der hier eingefiithrten Variablen u
und j um:

- 1
Rila) = — N&eo(n + No) u + ?(" €ei + Mo Eeo) Jj - (4)
Aus Gl. (2) erhalten wir
R®—=Du | Fj. (5)

Wihrend der Vektor R® in der (u, j) Ebene liegt,
kann der Vektor R{® eine Richtung auBerhalb
dieser Ebene einnehmen. Quantitativ fragen wir,
wann die Beziehungen (4) und (5) gleich sind.
Im Fall einer zylindersymmetrischen Geometrie
(jr = By = 0) ist eine iibersichtliche Antwort dieser
Frage moglich, wenn wir die Beziehungen kompo-
nentenweise gleichsetzen, also

ﬁuw + f3jw
dour

dzuf 1 —|— = o] Ur, (6)
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da Ur

(d2ug + f2jg) [1 — P o =1ty + %2]g,

™)
wobel Wir o3 = n &eo(n + n0) Und oz = (1/€) (n &ej
—+ 7o &eo) gesetzt haben. Nun kann man zeigen, dal3
fir wete > 1 die Beziehungen dy = o1 und fs = oy
erfiillt sind. Somit wird die gestellte Frage darauf
zuriickgefiihrt, wie grof3 jeweils der zweite Term in
der eckigen Klammer der Gln. (6) und (7) in bezug
auf die Einheit ist. Da dieser Term nicht nur von
den Koeffizienten d, f, sondern auch von der GroBe
der Plasmaparameter u und j abhingt, ist eine
allgemein physikalische Antwort nicht moglich.
Eine Beantwortung als Funktion einer spezifischen
Auswahl von Plasmaparametern erscheint uns daher
gegeben. Wir werden sie im Abschnitt IV anhand
des verallgemeinerten Ohmschen Gesetzes gesondert
angeben, da sie unabhéngig von dem hier betrach-
teten Problem des radialen Druckprofils allgemeine
Giltigkeit besitzt.

Wir kommen jetzt auf die eigentliche Berechnung
des radialen Druckgradienten zuriick. Wie in A
schon ausfiihrlich beschrieben, weist die fiir das
gesamte Plasma zustédndige Euler-Gleichung

oD+ Vp—jxB=0 (8)

bei Bildung der r-Komponente sowohl einen klassi-
schen gasdynamischen als auch einen elektro-
magnetischen Anteil zum radialen Druckprofil auf.
Unterschiede, die auf die hoheren Momente zuriick-
zufiihren sind, gelangen natirlich iber die aus den
Impulsgleichungen erhaltene Stromdichte in die
Berechnung des Druckprofils. Nach dem gleichen
Verfahren wie in A, driicken wir zuerst v;, ve und v,
in den Gln. (1) bis (3) mit Hilfe der ublichen Defi-
nition als Funktion von vy,, U und j aus, eliminieren
anschliefend vy, und Uy und dritcken mit der An-
nahme eines zu vernachlissigenden Eigenfeldes die
azimutale Stromdichte als Funktion des partialen
Druckgradienten der Atome, des meridionalen Ge-
schwindigkeitsfeldes (U,, U,) und des meridionalen
Stromdichtefeldes (jr, 7,) senkrecht zu B sowie des
radialen Temperaturgradienten aus

—2poV0+ B, Ay (02 Uy + 03U, ‘f“_ézﬂr'f‘ 05z + 06V, T)— QDr
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jo = A41(01 Ve po + 02 Uy + 03U, 4 04jr + 057
+ 06V, T). (9)

Die Hilfsgrofen 4; und d4 (x = 1 bis 6) sind im
Anhang I ausfiirhlich niedergeschrieben. Dabei
haben wir folgende Annahmen vorausgesetzt:

a) Der Druckgradient der Atome soll in radialer
Richtung grofer sein als in axialer Richtung; ge-
nauer V,po/V.po > Br/B,. Da wir uns auf solche
Geometrien beschrianken, deren Feldlinien nur eine
schwache Divergenz zeigen (B, € B;), ist die obige
Ungleichung leicht erfiillt. Im iibrigen ist die Be-
dingung B, € B,, hier noch von groferer Bedeu-
tung alsin A, weil sie eine wesentliche Vereinfachung
der Tensoren D, F, E, ... erlaubt.

b) Der Impuls in azimutaler Richtung wird im
wesentlichen durch die Ionen transportiert:
0Dy ~ pi D;, ¢ . Das geht einerseits aus dem Massen-
verhéltnis me/m;, andererseits aus experimentellen
Befunden (v, ¢ < i, ¢) hervor.

c) Auf letztere stiitzen wir ebenfalls die Annahme
00Do,r und po Do, ; relativ zu den anderen Konvek-
tionsgliedern vernachléssigen zu diirfen.

Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser Punkte ist
in A gegeben. Vollig neu hingegen ist die zusétzliche
Annahme:

d) Der Temperaturgradient in axialer Richtung
soll klein sein im Vergleich zu dem in radialer Rich-
tung (V,T € V,T). Eine direkte Messung des
Temperaturfeldes in einem MPD-Bogen ist bislang
nicht bekannt. Experimentelle Abschéitzungen an-
hand der radialen und axialen Verlidufe der Emis-
sionskoeffizienten von zahlreichen Spektrallinien®
zeigen jedoch, dall die geforderte Bedingung in
weiten Bereichen eines MPD-Bogens erfiillt ist.

Wir setzen den Rechengang fort, indem wir in
der r-Komponente der Euler-Gleichung j, aus
Gl. (9) und V,p, aus der Druckgleichung substituie-
ren. Den Tonisationsgrad bestimmen wir iiber die
Korona-Gleichung ne/no = C (siehe A). Somit er-
halten wir aus der Druckgleichung

Vip=Vrpo(1 4+2C)+2p,V,C
und aus Gl. (8) schlieflich

Vipo =

Das lokale Magnetfeld kann, wie in A gezeigt wird,
auch bei leichten Abweichungen von der Zylinder-
symmetrie als Funktion des lokalen Drucks, des

14+2C— 6,4, B;

(10)

6 M. Krixg u. M.-U. BEeTrH, 9-th Intern. Conf. on Pheno-
mena in Jonized Gases, Bucarest, Sept. 1—6 [1969],
Contributed Paper 3.3.6 (p. 341).
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AuBendrucks sowie des angelegten Magnetfeldes
mit Hilfe von Gl. (8) und der Maxwell-Gleichung
J = (1/uo) y X B ausgedriickt werden. In integrier-
ter Form gilt

BZ— BZy =2o(pa— P),

wobei B;, s und pa jeweils die angelegte Magnetfeld-
stiarke bzw. den AuBlendruck darstellen.

Mit der Diff.-Gl. (10) fiir den Partialdruck der
Atome ist das gesamte radiale Druckprofil iiber die
Gleichung

P="DPo+ Pe+ Pi=po(1+20C)

als Funktion der Temperatur und der meridionalen
j- und U-Felder bestimmt. Numerische Ergebnisse
werden im folgenden fiir verschiedene B, s und pa,
fir ein GauBsches Temperaturprofil

(Ta=25-103°K, Ty =5-103 °K)

und fiir eine durch B,/B, = 0.05 || vorgegebene
Divergenz der Magnetfeldlinien als Funktion des
auf die Einheit normierten Plasmaradius r gezeigt.

I11. Diskussion der verschiedenen Beitrige
zum Druckprofil

Um die Beitréige der verschiedenen physikalischen
Effekte zum radialen Druckprofil klarzustellen,
losen wir die Gl. (10) fir jeden Term gesondert.
Dadurch ergibt sich in entsprechender Reihenfolge
folgende Einteilung fiir die Diskussion: ambipolare
Diffusion (Term proportional zu V,C); Massenstrom
(~ Uy, U;); Hall-Effekt (~ jyr, j;); thermomagneti-
scher Effekt (~ V,T) und klassischer gasdynami-
scher Beitrag (~ D;). Wegen der starken Analogien
wollen wir die Diskussionspunkte im wesentlichen
auf die Unterschiede zu A beschrinken.

1. Ambipolare Diffusion

Die durch den radialen Temperaturgradienten
hervorgerufene ambipolare Diffusion wird durch ein
angelegtes axiales Magnetfeld gehemmt und fiihrt
iiber induzierte azimutale Strome zu einer Druck-
erhohung in der Plasmachse.

Diese radiale Druckerh6hung ist dem Gradienten
des Ionisationsgrades in radialer Richtung propor-
tional und kann somit bei Benutzung einer Ioni-
sationsgleichung allein als Funktion der Temperatur
berechnet werden, solange der MPD-Bogen Zylin-
dersymmetrie oder diesbeziiglich nur kleine Ab-
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weichungen aufweist. Abb. 1 zeigt den relativen
Druckanstieg fiir einen Auflendruck p, = 103
[dyne/cm?2] und angelegte Magnetfeldstarken von 1
bis 5 kGauBl. Wahrend die ausgezogenen Kurven

S

151 Py = IO’dyne/cm"/-

Abb. 1. Druckerhéhung in Abhingigkeit der Temperatur
fir einen AuBendruck ps und verschiedene angelegte
Magnetfeldstirken B, a. Durchgezogene bzw. gestrichelte
Kurven beziehen sich jeweils auf Rechnungen in der 8-Mo-
menten und 5-Momenten Niaherung. Die strichpunktierten
Kurven sind am Ende des Abschnitts IV diskutiert.

sich auf die 8-Momenten-Approximation beziehen
[erster Term der Gl. (10)], entsprechen die ge-
strichelten Kurven der in A dargelegten 5-Momen-
ten-Approximation. Da die thermomagnetischen
Krifte hier noch nicht in Betracht gezogen worden
sind, ist der Unterschied zwischen beiden Naherun-
gen auf den ersten Blick iiberraschend. Die Betrach-
tung hoherer Momente liefert aber nicht nur einen
thermomagnetischen Anteil zu den Reibungskréiften
[siehe Gln. (4) und (5)], sondern veréndert auch die
Struktur ihres geschwindigkeitsabhingigen Teils?.
Darauf wollen wir in Abschnitt IV noch ganz all-
gemein eingehen.

2. Massenstrom

Wir wenden uns nun der fiir MPD-Bo6gen charak-
teristischen Masseneinsaugung (U +=0) zu und
setzen das in Abb. 2 oben links eingezeichnete Ge-
schwindigkeitsprofil voraus. Das sich aus ambi-
polarer Diffusion und Massenstromung ergebende
Druckprofil ist ebenfalls in Abb. 2 sowohl in der
5-Momenten- als auch in der 8-Momenten-Approxi-

7 T. E. McCanxN, 9-th Intern. Conf. on Phenomena in
Ionized Gases, Bucarest, Sept. 1—6 [1969], Contributed
Paper 4.1.4.2 (p. 387).
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Abb. 2. Relativer Druckverlauf in Abhéingigkeit des nor-

mierten Plasmaradius: 8-Momenten Ndherung (——);

5-Momenten Nahreung (———). Das vorgegebene Stro-
mungsfeld ist oben links eingezeichnet.

mation dargestellt. Im Bereich 0,4 < r < 0,6 treten
starke Abweichungen auf’; es ist der Bereich, in dem
der radiale Gradient des Ionisationsgrades am
groBten ist, d.h. das Druckprofil wird dort fast aus-
schlieflich von der ambipolaren Diffusion bestimmt.
Der eigentliche Einflul des Massenstroms scheint
kaum durch die hohere Niaherung gedndert zu
werden.

3. Hall-Effekt

Wir nennen Hall-Effekt im weiteren Sinn, den
Anteil am Druckprofil, der durch die meridionale
Stromdichte senkrecht zum Magnetfeld, also durch
den 4. und 5. Term in Gl. (10) zustande kommt.
Je nach Richtung des Stromes relativ zum Magnet-
feld ist eine Druckerhéhung oder -erniedrigung zu
erwarten.

Wir nehmen einen fiir MPD-Lichtbogen in etwa
charakteristischen Stromdichteverlauf

jr~re™™ und j,~e "

an (in Anlehnung an Experimente), und berechnen
das durch Hall-Effekt und ambipolare Diffusion
erzeugte Druckprofil fir py = 103 [dyne/cm?2] und
einem angelegten Magnetfeld von 1k/. Das aus
den Rechnungen resultierende jy, ist in Abb. 3
oben rechts eingezeichnet. Wir vergleichen das
Ergebnis in Abb. 3 sowohl mit Resultaten aus der
5-Momenten-Approximation als auch mit dem allein
durch ambipolare Diffusion hervorgerufenen Druck-
berg.

Der schon im vorigen Abschnitt herausgestellte
Unterschied in der Hohe des Druckplateaus bei
Beriicksichtigung der ambipolarcen Diffusion allein,

W.L.BOHN UND T. E. McCANN

wird wieder deutlich. Die iiber das jeweilige Druck-
plateau zusétzlich erscheinende Druckerhéhung
durch Hall-Effektist,wie aus Abb.3 deutlich zu erken-

5
T4
3

L

jml. 2
[A/cm"],
0 |
6 002040608 1
Ambipolare Diffusion [
R
e _..___\:\\\\

4

p, =107 dyne/cm?

0 ! (I I I L ! I
0 0 0 03 04 05 06 Q7 08 Q9 1
r————=
Abb. 3. Relativer Druckverlauf in Abhingigkeit des nor-
mierten Plasmaradius durch ambipolare Diffusion allein
und mit Hall-Effekt: 8-Momenten Néherung ( )é
5-Momenten Naherung (———).

nen, in beiden Néherungen praktisch gleich. Somit
ist also der Nettobeitrag des Hall-Effekts zur Druck-
erh6hung von der hoheren Néaherung nicht betroffen.

Ein relativer Vergleich der Beitrige des Hall-
Effektes und des Massenstroms féllt daher dhnlich
wie in der 5-Momenten-Theorie aus und soll hier
nicht wiederholt werden (sieche Abb. 9 in A),

4. Thermomagnetischer Effekt

Die hohere Approximation fiithrt insbesondere auf
den nun zu betrachtenden Term (~ V,7), der in
den Referenzen?!- 2:8 in Anlehnung an éltere Literatur
als Nernst-Effekt bezeichnet wird. Das aus ambi-
polarer Diffusion und Nernst-Effekt resultierende
Druckprofil kann natiirlich unter den gleichen Vor-
aussetzungen wie in Abschnitt 1 als Funktion der
Temperatur allein ausgedriickt werden und ist in
Abb. 4 aufgetragen. Die gestrichelten Kurven ent-
sprechen Rechnungen, in denen der Ionisationsgrad
durch die Saha-Gleichung festgelegt ist: sie veri-
fizieren die von RAEDER und WirTz3 erhaltenen
Resultate. Die durchgezogenen Kurven beziehen
sich wieder auf Rechnungen mit der Korona-Glei-
chung, wihrend die strichpunktierten Kurven fiir
Rechnungen mit der Korona-Gleichung aber ohne

8 P. H. GrassmanN, O. KLUBER u. H. WuLrF, Physics
Letters 24 A, 324 [1967].
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T x 1073 [°K]—=—

Abb. 4. Relativer Druckverlauf durch ambipolare Diffusion

und Nernst-Effekt: (- ) Korona-Gleichung; (———)

Saha-Gleichung; (—-—-+—) Korona-Gleichung aber ohne
Berucksichtigung des Nernst-Effekts.

thermomagnetische Krifte gelten. Die beiden letz-
ten Kurven sind erwartungsgemif zu hoheren
Temperaturen hin verschoben; der Einflul des
Nernst-Effekts ist der einer weiteren Druckerh6hung
proportional zur Temperatur (~ 7'3/4). Wir greifen
nun auf das Beispiel der Abb. 2 zuriick und berech-
nen das Druckprofil unter Beriicksichtigung der
ambipolaren Diffusion, des Massenstroms und
schliefen jetzt aber die thermomagnetischen Krifte
ein. Abb. 5 zeigt die Ergebnisse fiir Magnetfeld-

10
Py =10° %‘—

B
pA
ta

0 02 04 06 08

r —e

Abb. 5. Relativer Druckverlauf durch ambipolare Diffusion,

Massenstromung (wie in Abb. 2 vorgegeben) und Nernst-

Effekt: (———) 8-Momenten und (———) 5-Momenten
Approximation.

stirken von 1 und 5 kGauB. Obwohl der Nernst-
Effekt bei 25000 °K Achsentemperatur schon sicht-
bar Bedeutung erlangen sollte (siehe Abb. 4), wird er
offensichtlich durch den Einfluf} des Massenstroms
vollig kompensiert. Bis auf Unterschiede im Beitrag
der ambipolaren Diffusion stimmen die Ergebnisse
mit der 5-Momenten-Approximation iiberein. Da
der nach innen gerichtete Massenstrom einen relativ
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zum Nernst-Effekt entgegengerichteten Beitrag
zum Druckprofil liefert, wollen wir iiber das Einzel-
beispiel hinaus die Vorzugsbereiche der beiden
Effekte als Funktion der maBgebenden Plasma-
parameter allgemein untersuchen. Setzen wir die
durch den Massenstrom und den Nernst-Effekt ver-
ursachten Beitrage zur azimutalen Stromdichte in
GL (9), jp,u und jg 1 gleich, so erhalten wir das
Verhiltnis

Vr T/Ur = (62'*‘ 63 Uz/Ur)/ée ’

welches die gewiinschte Bereichsaufteilung be-
schreibt. Leider ist es nicht nur eine Funktion der
Temperatur und des Druckes, sondern auch der
speziellen Geometrie (By/B,; U,/U,) des Experi-
ments. Wir verzichten deshalb an dieser Stelle auf
eine Diskussion des Verhéltnisses V,7'/U, und
kommen auf die zu untersuchende Bereichsauftei-
lung im folgenden Kapitel zuriick.

5. Gasdynamischer Effekt und Abweichung vom lo-
kalen thermodynamischen Gleichgewicht

Der Beitrag des Konvektionsgliedes zum Druck-
profil ist durch die héhere Approximation kaum be-
einfluft und fihrt auf Ergebnisse der klassischen
Gasdynamik zuriick; wir verweisen daher auf die
Diskussion in Abschnitt IIT.4 von A.

Die Abweichung vom lokalen thermodynamischen
Gleichgewicht ist nur zum Teil durch die Benutzung
der Korona-Gleichung berticksichtigt worden. Der
wesentlich gravierendere Einflull einer Verschlep-
pung der Ionisationszustande ist allerdings von der
hoheren Approximation nicht prinzipiell betroffen
und kann daher von der Arbeit A (Abschnitt I11.5)
iibernommen werden; die Druckerhéhung durch
ambipolare Diffusion wird mit zunehmender Ver-
schleppung abgebaut.

IV. Diskussion des verallgemeinerten
Ohmschen Gesetzes

Die Betrachtung hoherer Momente hat nicht nur
zu einem zusitzlichen (thermomagnetischen) Term,
sondern auch zur Verinderung des geschwindig-
keitsabhdngigen Anteils des Reibungsterms in den
Impulsgleichungen gefithrt. Der erstgenannte Un-
terschied ist in Abschnitt II1.4 hinreichend klar
geworden und auBerdem in der Literatur 1-2,3,8 gus-
giebig diskutiert. Der letztgenannte Unterschied
zwischen 5-Momenten- und 8-Momenten-Theorie ist



1350

zwar besonders am Beispiel der ambipolaren Diffu-
sion deutlich geworden, wir méchten ihn aber dar-
iiber hinaus in allgemeiner Form erldutern. Dazu
leiten wir in bekannter Weise das verallgemeinerte
Ohmsche Gesetz von den Impulsgleichungen der
Ladungstrager ab. Wir betrachten weiterhin ein
3-Komponenten-Plasma und erhalten mit den in
Abschnitt II eingefithrten Definitionen

’ZS(D-_De)—E—vaBJr*l-(ij)
— o Vpe= o (e D)u (11)
TR R o

W.L.BOHN UND T. E. McCANN

in der 8-Momenten-Approximation, und

e (D~ Do) — E—vr,x B+, (jx B)
e Ve = —L(Em - ﬁl)u (12)
* e; (e 72— Bo)
in der 5-Momenten-Approximation; wobei wir
Pr=—neeo(n +mo); f2= *i* (n gei + Mo €eo) ;
y1=—neio(n + no); y2 = — i (n gie + Z,Zf o sio)

gesetzt haben.

Da die linken Seiten der Gln. (11) und (12) identisch sind, konzentrieren wir uns auf die jeweiligen
rechten Seiten Of bzw. Of), in denen wir die auftretenden Tensor-Vektor-Produkte genau wie in
Abschnitt II relativ zum Magnetfeld aufspalten. Entsprechend dem Ziel unserer Diskussion werden
wir im folgenden die thermomagnetischen Terme nicht mehr aufschreiben. Somit erhalten wir fir die

rechten Seiten der Gln. (11) und (12):
0(8) = Agﬁ) w + AuJ. u, + Ayyp(u X h)4-— 0.(5) -Ji+ a"” —@d + . H(B)( X h) (13)
und O = AP (wy + 1)) + 5 (1 +J) (14)
5 1 1 /m 1 [(me
wobei Aﬁ) = ene (*’ g1 dl) 5 A(S) = ene (We o= dz) Aﬁfih = ene ( g3 — d3)
1 1 1 1 (m e
o= ene e — 1) o= g (el — fo s H® = 22l — fo;

1 1

5
Lo

Wie schon vorher angegeben, sind die hier sowie in

der Folge auftretenden Koeffizienten in der Refe-

renz3 zu finden. Abgesehen vom Auftreten thermo-
magnetischer Terme sind die Unterschiede der
8-Momenten-Approximation in bezug auf die altere

Theorie anhand der GIn. (13) und (14) leicht zu

erkennen:

1. Die Koeffizienten von j; und j, sind verschieden;
d.h. die Leitfahigkeit ist anistorop.

2. Bringen wir den letzten Term der Gl. (13) wieder
auf deren linke Seite, so erscheint der Hall-Term
mit einem Faktor (1 — H®/B).

3. Die Koeffizienten von ujund u, sind verschieden;
d.h. der Faktor des Geschwindigkeitsterms ist,
dhnlich wie die Leitfahigkeit, anisotrop.

4. Zusitzlich erscheint ein Term proportional zu
u X h, der formal ganz analog zum Hall-Term ist.
Bevor wir auf die einzelnen Punkte naher ein-

gehen, mochten wir daran erinnern, dal3 die aus der

ene (HA yi— ﬂl) 0‘5’ T ene

(myz f2) und h=B/B.

Statistik abgeleiteten StoBzeiten 7} zwar in der
Grofenordnung der inversen ,,mittleren Flugzeiten
liegen, wie sie in der Gasdynamik definiert sind, mit
ihnen aber nicht identisch sind.

Die in Punkt 1 erwdhnte Anisotropie der Lzit
fahigkeit ist in Abb. 6 als Funktion von Druck und
Temperatur am Verhéltnis ¢¥/o{¥ dargestellt. Bei
hoherem Druck und geringerem Magnetfeld ist die
Anisotropie erwartungsgemill weniger ausgepragt.
Bei abgeschlossener Ionisation wird die bekannte
Beziehung ¢/¥/o{¥ = 0,51 (~ 1/2) verifiziert. Wei-
terhin stimmen die Ausdriicke fir 1/¢{® und 1/6§)
iiberein, wenn wir in der 5-Momenten-Theorie

vei(l — 0,9 Tevei + 0,3 7e 'Veo)
Veo(l — 0,1 Teveo + 0,3 Te vei)

anstatt e

anstatt veo  (15)

und

vio |1 — 0,1 Tovoi — 0,1 7 v10<1 —%—)' anstatt vjo

o1
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Abb. 6. Verhiltnis der elektrischen Leitfiahigkeit senkrecht
und parallel zum Magnetfeld in Abhéngigkeit von Druck,
Temperatur und Magnetfeldstirke.

schreiben. Fir ein vollionisiertes Plasma missen
wir beispielsweise

vei(l — 0,9 Tevei) & $vei anstatt wei

schreiben. Das gleiche Ergebnis, bezogen auf ein
vollionisiertes Plasma, ist in der Arbeit von KLi-
BER! (Seite 76) zu finden, in der ein Vergleich der
Leitféahigkeit aus der Braginskiischen Theorie mit
der Kklassischen Leitfahigkeit angestellt wird. Aus
den Beziehungen (16) sehen wir, dafl die Stofzeiten
nicht nur um einen Zahlenfaktor, sondern funktionell
im Sinn einer Wechselwirkung mit dem dritten
Partner geéndert werden.

Das unter 2. angefiihrte Verhdltnis — H®/B im
Hall-Term ist in Abb. 7 als Funktion von Druck
und Temperatur aufgetragen. Es erreicht zwischen
12 - 103°K und 15 - 103 °K ein ausgeprigtes Maxi-
mum. Bei abgeschlossener Ionisation geht — H®/B
bis auf einen Zahlenfaktor in den Ausdruck (we7e)~2
iiber (vgl. Ref. 1). Die Temperaturabhingigkeit,
namlich ~ 7-3, ist fiur diesen Bereich sofort er-
sichtlich.

,nO
e

E]l

T 107"

L 8 12 1B 20 24 28 32 36 40 4 48 52 56 60 64

—& Tx 107 [°K]

Abb. 7." Betrag des Verhédltnisses H®/B in Abhingigkeit
von Druck, Temperatur und Magnetfeldstirke.
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Die unter 3. und 4. angefiihrten Terme verschwin-
den ganz allgemein im Fall eines vollionisierten
Plasmas (v = vy, — U = 0). Fir ein statisches,
teilweise ionisiertes Plasma (u = vp) erhdlt man
unter Beriicksichtigung des (vy, X B)-Terms auf der
linken Seite von Gl. (11) ein Term-Triple analog zu
dem der Stromdichte, namlich

AP vy + AD v, + (1 4+ 4,.5) (vL X B).

Die Anisotropie der Koeffizienten der Geschwindig-
keit wird anhand der Verhéltnisse Aff)/A(ugﬁ bzw.
APJAP) in Abb. 8 als Funktion von Druck und
Temperatur verdeutlicht. Der Ausdruck fiir 4%
geht in den fur A‘,ﬁ] iiber, wenn die Stof3zeiten wie
in den Beziehungen (15) angegeben, verindert
werden.

1067 ¢
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Abb. 8. Verlauf der Verhaltnisse A$’/AS und
A:;“’/A,‘,L _ Abhéngigkeit von Druck, Temperatur und
Magnetfeldstirke.

Ein Vergleich der ¢-Komponenten der Gln. (11)
und (12) macht nunmehr deutlich, dal bei stark
ionisierten Plasmen die Beitrige zu j, und letztlich
zum Druckprofil, sowohl was die Massenstrémung
(~ v X B) als auch den Hall-Effekt (~ j X B) an-
geht, in beiden Naherungen gleich sind ; der Faktor
der Stromdichte ist verschieden: in der 5-Momen-
ten-Approximation ist es die skalare Leitfahigkeit,
wiéhrend es in der 8-Momenten-Approximation der
Leitfahigkeitstensor ist. Dieser Unterschied kommt
jedoch im MPD-Bogen nicht zum tragen, da wegen
der geringen Verdrillung des meridionalen Magnet-
feldes By < B und somit jj, ¢ = jp Be?/B2< j,, ¢
ist.

Das macht die Ergebnisse der Abschnitte III.2
und ITI.3 versténdlich.

Wir kommen nunmehr auf die Diskussion des
Abschnitts III.1 zuriick. Die durch die héhere Na-
herung verursachten und in den Beziehungen (15)
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angegebenen Verdnderungen der mittleren Stof3-
zeiten 1;31 erlauben es uns, die Unterschiede der 5-
bzw. 8-Momenten-Approximation in bezug auf die
Druckerhohung durch ambipolare Diffusion klar-
zustellen. Die hohere Néherung beinhaltet nicht nur
eine formelmaBig umfangreiche Struktur, was an
sich schon Unterschiede mit sich bringt, sondern sie
rechnet auch mit anderen StoBzeiten 77} als die alte
Theorie. Diese beiden Punkte werden in Abb. 1
klar herausgestellt. Wahrend die durchgezogenen
Kurven der 8-Momenten-Approximation und die
gestrichelten Kurven der 5-Momenten-Approxima-
tion entsprechen, sind die strichpunktierten Kurven
durch Einsetzen der Stof3zeiten 777 der hoheren
Naherung in die Gln. der alten Theorie entstanden.
Dadurch erniedrigen sich praktisch die Reibungs-
koeffizienten und fithren zu einem erhohten Druck-
anstieg. Aus Abb. 1 wird klar, daB} eine ,,Verbesse-
rung‘ der 5-Momenten-Theorie mit Hilfe der in
hoherer Naherung gewonnenen Stofzeiten nicht
moglich ist. Die Unterschiede zwischen 5- und 8-Mo-
menten-Approximation bei hoheren Magnetfeldern
sind in Abb. 9 zu sehen.

or 3 2 r - /\\\
- Py =107 dyne/cm S //Bz’A =50kT
50
401
30 B
20+ =Bz, =10kT
10
o' ' ' ' :
5 10 15 20 25

Tx10°[°K] —————=

Abb. 9. Relativer Druckverlauf durch ambipolare Diffusion
allein in der 8-Momenten ( ) bzw. 5-Momenten (——)
Approximation.

Im Fall eines vollionisierten zylindersymmetri-
schen Plasmas kann die in Abschnitt II1.4 aufge-
worfene Fragestellung der Vorzugsbereiche von
Nernst-Effekt und Masseneinstromung tiber das
verallgemeinerte Ohmsche Gesetz besonders deut-
lich und relativ allgemein erfait werden. Fiir diesen
Fall (u = 0; U = vy) geht die Gl. (12) bis auf die
Konvektionsglieder in die von KLUBER! angegebene
Form iiber. Setzen wir die @-Komponenten des
Massenstromterms (U x B) und des Nernst-Terms

W.L.BOHN UND T.E. McCANN

(VT x B) gleich, so ergibt sich mit der Beziehung
(16) aus A die Relation

3 k o
Um_l_'B:"z" e'2nfe’7l;::‘;’: Vm_LT'B
Vm, T 2 ete
oder UmL-Bz -‘3“76’”’%‘ (16)

Der Ausdruck (16) ist in Abb. 10 doppellogarith-
misch aufgetragen; dabei sind Vi, 7" in [°K/cm],
B in [GauB], Un, in [cm/sec] und 7e in [cm—3] ein-

1
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T=1610°°K
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T=5-10°°K
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-0}
=ff it | Il ! | 1 I
9 10 M 12 13 14 15 16 17 18

10910“e =

- 2okr Abb. 10. Schwerpunktsbereiche fiir die relative Bedeutung

des Nernst-Effekts (oberhalb der Geraden) und der Massen-
stromung (unterhalb  der Geraden) in Abhéngigkeit der
Elektronendichte und der Temperatur.

zusetzen. Fir den Parameterbereich oberhalb der
jeweiligen Geraden ist vorwiegend derNernst-Effekt
fur das Druckprofil von Bedeutung, wahrend fir
den unteren Bereich der Einflul der Massenstro-
mung vorherrscht. Auf den Geraden selbst sind
beide Effekte gleichberechtigt; wenn es sich um
eine Masseneinstromung handelt, sind sie mit ver-
schiedenen Vorzeichen behaftet und heben sich also
in bezug auf die Bestimmung des Druckprofils auf.

Die Gl. (16) ist, solange es sich um ein vollioni-
siertes Plasma handelt, tber 7o ~ Z=2 (Z ist die
Ladungszahl) in einfacher Weise von der Gasart
abhéngig ; so sind fur ein Heliumplasma alle Geraden
um den Ordinatenbetrag — logi9 4 = — 0,6 zu ver-
schieben.

9 K. BERGSTEDT, Z. Naturforsch. 24a, 299 [1969].
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Das schon erwiahnte ,,Eier-Uhr‘‘-Experiment!
liegt nach den Datenangaben iiber die radiale Stro-
mungsgeschwindigkeit von BERGSTEDT8 erwartungs-
gemil eindeutig im Vorzugsbereich des Nernst-
Effektes, zumindest fir Radien » < 0,6. Die MPD-
Lichtbogen, soweit von ihnen verlaBliche Messungen
vorliegen, bewegen sich zwar vorwiegend im Ein-
fluBbereich der Massenstromung, stoen aber auch
zum Teil in den Bereich des Nernst-Effektes. Vor
allem in Querschnitten unmittelbar am Diisenaus-
tritt diirfte der Nernst-Effekt eine Rolle spielen.
Diese etwas unerwartete Feststellung ist darauf
zuriickzufithren, daBl in MPD-Lichtbogen zwar
kleinere Elektronendichten und Temperaturgradi-
enten als in dem oben zitierten ,,Eier-Uhr*-Experi-
ment vorliegen, dafiir aber auch die Temperaturen
und das Magnetfeld wesentlich kleiner sind.

Zusammenfassung

Die hohere Approximation bringt in bezug auf
das radiale Druckprofil in MPD-Bogen relativ zur
5-Momenten-Approximation (siehe A) keine we-
sentlichen Anderungen was den Hall-Effekt sowie
die Masseneinstromung angeht zumindest bei stark
ionisierten Plasmen. Sie fiihrt jedoch bei der ambi-
polaren Diffusion, auf Grund der fundamentalen
Anderung des geschwindigkeitsabhingigen Anteils
des Reibungsterms zu Abweichungen von den alten
Resultaten. Eine eingehende Untersuchung dieser
Unterschiede ist anhand der verallgemeinerten
Form des Ohmschen Gesetzes durchgefithrt worden.
Letzteres bietet sich auch an, um ganz allgemein den
Ubergang vom teilweise ionisierten zum vollionisier-
ten Plasma darzustellen und die Unterschiede zur
5-Momenten-Approximation sowohl qualitativ als
auch quantitativ herauszustellen. Weiterhin liefert die
8-Momenten-Approximation die thermomagneti-
schen Terme, die wie anhand eines relativen Ver-
gleichs gezeigt werden konnte, auch im Bereich der
MPD-Bogen, iiber den Nernst-Effekt von Bedeutung
sein konnen.
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Anhang I
1/A1=f2 go—ds ly—yy (Br X9y — Bz Xyy),
01=y7 41, O =y5—Ys Bz,
O3=ys Br+ys, Os=ys—ysB:z,

05=ys Br+y10, O¢=ys—y4 Bz,
Or=ysBr4+y1; Y1=en(ge+ds) — (92 ds—
Y =y (Br Xo3—B: Xy),
Y2=(ds g2 —da g3 +95 Y) /B:,
ys=(dols—fs 9213 Y)/Bz—
Ya= (do ks —gs e5— ks Y)/Bz’
Ys=y1(Br X1;— Bz X),
ye=Y1(Br X15—B: X;),
y1=y1(X; Br—Xg B;),

d2!]s)/Bz,
dy—g:+7Y,

Yo=y1(Br Xo6—B; X13),
Y10=Y1(Br X7 —B: X14),
Ys=Y1(Br Xo5—B: X15),  y11=y1(Br Xos— Bz X135) ;
g3
Xi= —

+d
o (entgs/B:) By,
Xy=gs+ds+ X, B;/B;, X;=g,+dy+ X, B;/B;,

1 X, X,
= (2~ B rax) e+,
X1 _ Xa
Xs=— X — X3 Xg (91+dy), Xe= (92 + d2) °
X3
X7= X - X; X3
X, B 1]g3+ds
Xio= [Xv(xz B;) Xz g2
X, B, 1 g3+d3)
Xy = [X7(X2 _735) —X_zl[ +f— 72 s
(X1 B, 1
Xio=(la+15) X"'\’ng— Bz) T X,
e2 + ko
B= Thtfy Xyy= (L +1) X7,
ez + ki
Xi5= hWth X4, X6=X; Xo/X,,

Xyz=—(92+dp) X7, Xig=—(91+dy) Xys,

Xog=Xy6 (i; Bz)(gs;]:ds),

X1 B, l2(g3 + d3)
Xoy=Xy6 (j(; - ‘B;_) [ +fs— g2 J ’

X
Xos=X16(l2+ 1) X = (la+f) X7,

(e2+k3) X7,
Xog=Xyg(e1+ky)-

X
Xog=X17(es+ks) Xy =
Xor=X16(l1+11)»



